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2. TEOREMI DI RESTRIZIONE DELLA TRASFORMATA DI FOURIER E LORO APPLICAZIONE AD 


Il primo problema che intendo discutere in questa nota è quello del- 
l'unicità per equazioni alle derivate parziali (di tipo ellittico o iperbolico) 
del secondo ordine, e metterne in luce il legame con i] problema della restri- 
zione discusso nella nota [6],. Consideriamo l'operatore di Schròdinger stazio- 


nario 
(2.1) H=-A4+V, 


dove V è un potenziale che si supporrà appartenente a un'opportuna classe fun- 
zionale. Diciamo che H ha la proprietà d'unicità se dato un aperto connesso 
ncR" l'unica soluzione di Hu = 0 in 9 che può annullarsi su un sottoinsieme 
aperto 2'c a è quella identicamente nulla. Sapere che una certa classe di opera- 
tori di Schrédinger possiede la proprietà d'unicità è un problema di notevole in 
teresse, tanto matematico che fisico. Infatti, tale proprietà è legata all'as- 
senza di autovalori positivi per l'operatore H, il che comporta, se il potenzia 
le tende a zero all'infinito in modo opportuno, che l'intersezione dello spettro 
puntuale e dello spettro assolutamente continuo di H è o vuoto, oppure costitui- 
to dal solo zero, cfr. [RS] . Un'esposizione dei risultati più recenti sull'uni- 
cità per operatori ellittici del secondo ordine è stata fatta in [6], 3» e io 
rinvio a quella sede e ai lavori [JK], [K] 2° per quanto riguarda i risultati 
stessi, loro estensioni, e la bibliografia. Nel seguito mi limiterò a presenta- 
re uno dei possibili approcci aì problema dell'unicità. Tale approccio si basa 
su opportune stime a priori di tipo Carleman che vengono dimostrate facendo uso 
del Lemma di Tomas-Stein (cfr. la prova del Teorema 1.5 in [G],), e sue genera- 
lizzazioni. 

Supponiamo di voler studiare il problema dell'unicità per l'operato- 


re H con un potenziale velielR)» E' noto che in tal caso l'esponente soglia 
n 


(almeno per quanto riguarda l'unicità forte, cfr. [JK]) è p= 7 
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Un caso particolare di un teorema dimostrato in [KRS] è il seguente 


i 1 1 2 
Teorema 2.1. Siano À *=, = I, e i = =. Allora esiste una costante 
retreat PP D_DP n 
C=C(n)>0, tale che per ogni \x€R 
Ma Ma fi 
(2.2) e Cul, < che “du, uec"(R°). 
le "ul: s cle " sul, "(8") 


E' noto (cfr. [KRS])che la (2.2) ha come conseguenza diretta il se- 
guente risultato globale di unicità 
n 
; 2, ; 23P,pMN ; ; 
Teorema 2.2. Sia VEL (R) e sia ueH””"(R°) una soluzione di 
Hu = -Au + Vu = 0. Se il supp u giace da un solo lato di un iperpiano in R", 


allora u=0 in " 


Usando un'idea di Nirenberg basata sulla riflessione lungo una super- 
ficie strettamente convessa si può dimostrare che la (2.2) implica anche il se- 
guente risultato locale 

n 

Teorema 2.3. Sia VE LÉ(R"), sia acR" un aperto connesso e sia 

ueHÉP(a) una soluzione di Hu = 0 in ®. Se u si annulla in un sottoinsieme 


aperto 2" di 9, allora dev'essere u=0 in 9. 


Per le dimostrazioni dei Teoremi 2.2 e 2.3 si rinvia a [KRS]. Va os 
servato che una versione più forte del Teorema 2.3 era già stata dimostrata in 
[UK], ma usando idee diverse da quelle che appaiono in [KRS]. 

Consideriamo la (2.2). Se in essa poniamo v = ti. u, allora vecc(R") 


e (2.2) si riduce a 


2 ©, pN 
(2.3) lvl, :s clav - 2a vt vl, , VE clR da 


È 11 
dove 9 v = e, Ora ponendo u(x) =v(Ax) e usando il fatto che = - =, = 
n dn P_P 
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si riduce a dimostrare la seguente disuguaglianza di tipo Sobolev 
Teorema 2.4. Esiste C = C(n)>0 tale che 


(2.4) Aut. s € f(a-2an + Lul, > UECE(R"), 


Consideriamo la funzione m(e) = SI definita per 


Ire |°-144rig, 
En #0e lia # 1. E' chiaro che la (2.4) è equivalente al seguente risulta- 
to di moltiplicazione della trasformata di Fourier 


s\V LITAS 1) 
(2.5) Io). sc, , vec”), 


v 
dove abbiamo denotato con la trasformata inversa di Fourier. Vogliamo ora espor 
re l'idea che è dietro la dimostrazione di (2.5). Anzitutto osserviamo che se T è 


l'operatore definito da 


allora provare la (2.5) equivale a dimostrare che T : LP(R") + 1 (R") con conti- 

nuità. Ora sia & = (ELSE) e scegliamo xe Cc (R) tale che x(t) = 1 se |t]<1072 e 
-2 : 

x(t)=0 se |t]22.10°". Se y(€) = x(1-2715'])x(g,)» poniamo 


mj(e) = 4(E) m(e) 


mo(£) [1-y(E)] m(e). 


Se T.v= m.9, i = 1,2, scriviamo 


(2.6) Tv = Tv + Tv. 


Si osservi che supp w è compatto. Inoltre, siccome m,€ C) 


| agù i tl ;=2- 
mp(6) = OC|E] ) per jet, e Dm, (e) = O(Je] ua 


rema di Hardy-Littlewood-Soboîlev si ha 
: CN 
(2.7) ITvlp: s civi, , VE col Ve 
Per provare la (2.5) ci resta perciò da far vedere che 


i e n 
(2.8) ITvly si, » vecciR”), 


2 


') per |E|>te, 
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n 


(R°), 


per il Teo- 


per un'opportuna costante C = C(n) > 0. A questo punto richiamiamo il Lemma di 


Tomas-Stein (cfr. [6]; 


di Tomas-Stein Rf = da « f (v. (1.46), dove du è la misura su S'*. 


(1.60) si ha 


(2.9) Rf(x) = 


Teorema 1.5). Ricordiamo la definizione dell'operatore 


Dalla 


Nella dimostrazione del Teorema 1.5 in [6], s'è fatto vedere che se 


lsss 2{nt1), e s' è tale che A + " = 1, allora 


Ù/ 
I 
== 
n 
= 
® 
“h 
m 
r 
vw 
_ 
DI 
35 
—_ 


(2.10) RFI $ 


per una certa costante C. Ù > 0. (2.10) si riscrive 


(8,30) if eTT CPF (w)dul_, 5 € If, >» fel°(R"). 
n-l 


Ora nti, 2 EROI, g s' < +0, e quindi 


n-1° 


i del IS 
© 2(nt1) © 2(n+1) 


di 
n: 


XXII-7. 


(2.12) dà 

i 1 n+3 mi & 
Ul 3° 5 wi)" di 

Se prendiamo s = enti) in (2.11), e quindi s' = Ant), allora ri- 
sulta 


35 IN 


Vi. 
e" sì” nel. 
e inoltre (si osservi che p 
(2.14) p<osKe' <p. 
. , N £ 
Ora sia nec (R) e sia n = 


(2,.15) Tv=0* Tv. 


1 


su suppy. Se 6 «Ni allora ee#(R") e risulta 


Usando la (2.14) si può scegliere r > 1 tale che 


e quindi per il Teorema di Young si ottiene 


(2.16) Tv Ss lol, IT Ss ci, 


(2.8) sarà perciò dimostrata se facciamo vedere che esiste C = C(n)>0 tale che 


(2.17) [mk s I, 


©, N 
5 veC(R). 


Riscriviamo la (2.17) in coordinate polari: 
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_ Poi E 2ri<-,E> = _ 
(2.18) IT, I(m,9) LA | i] e m_ (£)%E)del, = 


pl 


2 
è if" J eltiaru> v(rw n-1 
gh=1 = ire Y(ru)dw r drl.. . 


5 arr -144rir9, 


Ora fissiamo r>0 e poniamo 


5 _vle) (E) 
(ad gle , ter. 


dir -IHAriE, 


Allora (2.18) si riscrive 


105 
(2.20) |T.v}_,= if J EANELA tradi dii rar, 
è (o) n-1 ° d ù 


2 


10 F 
I J et de g,(ru)dul., tar, 


ghel 


1 


dove nell'ultimo passaggio abbiamo usato la disuguaglianza di Minkowski. Ora os- 


serviamo che un cambiamento di scala in (2.11) dà 


220 


Padani #(rw)dol,, SC, n” i If, » felP(r"). 


s,n 


Applicando la (2.21) e (2.20) con f = 9, si ottiene 


do si n-1 
(2.22) Tk: sC, J r Ig |. r dr. 


Osserviamo adesso che per ogni fissato r>0 


(2.23) 9g = ( ap ) 
4n r -1H4rig, 


Siccome per (2.14) l < 3 se poniamo 


V 
(2.28) las) KM; 


anirO-144rig, 


D'altra parte 


(asa) the i 


antrO-144ri6, dava pi 


e quindi si ha finalmente 


2 2n 


10 
(2.26) Ir, # € J r 


parte 01 


dr |v|_. 
Di, 


XXII -9. 


Resta da analizzare l'integrale in (2.26). Si noti che l'integrando 


ha una singolarità integrabile a r = 0 in quanto s' - ACntL) 


> 2, e quindi 
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2a - nt1 <1. 
Ss 


Inoltre, non v'è alcun problema a r = > in quanto q > 1. 

La dimostrazione di (2.17) è così completata, e con essa quella di. 
(2.5), del Teorema 2.4 e, quindi, del Teorema 2,1. Come sopra detto quest'ulti- 
mo è solo un prototipo di una classe di risultati di unicità che nella loro ver 
sione più generale sono conseguenza della seguente disuguaglianza uniforme di 
tipo Sobolev. Sia Q(&) una forma quadratica reale non singolare su R", n23, la 
quale per qualche j€{2,...,n} si possa scrivere 


__® AI 2 
(2.27) Q(E) Ele Eptiga to +8 


Se b = (bj abas c++ abn) e, aeC, sia P(D) l'operatore differenziale del secon- 


do ordine 


(2.28) P(D) = Q(D) + b-v+ a. 


3 N 


Teorema 2.5. (di Kenig-Ruiz-Sogge). Sia n n = Allora esiste 


una costante C = C(n) > 0 tale che 
(2.29) Iul,: s CIP(D)Ul, > uet?>P(p'). 


Si osservi che se P(D) = 4, allora (2.29) è il Teorema di Hardy-Lit 


2 n.2 
d È 
tlewood-Sobolev. Se invece P(D) =O , doveD = 3 - ) > È l'operatore del 
dx] j=2 giù; 


le onde in R", allora la (2.29) è stata dimostrata da Strichartz in [S],- Se 
P(D) = D+ 1, l'operatore di Klein-Gordon, allora la (2.29) è un caso partico- 
lare di un teorema di Marshall-Strauss-Wainger, [MSW]. 


I] Teorema 2.5 ha come conseguenza la seguente stima di tipo Carle- 


man. 
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Teorema 2.6. (cfr. [KRS]). Sia on =“, e sia veR" arbitra- 


3 [mr 


rio. Allora se. C è come in (2.29) si ha 


(2.30) fel, s chel" ?P(D)Uf, uec(R"). 
Si osservi che se v = (0,0,...,0,1) e P(D) = 4 la (2.30) dà la (2.2). I] Teore- 


ma 2.6 implica il seguente risultato globale di unicità 


Teorema 2.7. (cfr. [KRS]). Sia 5° i n È e P(D) come nel Teore- 


n/2,,N 2 n p A 
ma 2.6. Sia V L(R) esia vel >P(R ) una soluzione di 


(2.31) IP(D)u] s [vu] in R°. 


Se il supp u è contenuto in un semispazio H, = {xe R"]<x,v> è 0}, allora u= 0 
in R". 

Vi sono anche delle versioni locali del Teorema 2.7 nel caso in cui 
Q(D) = A, oppure Q(D) =D. Per quest'ultima si rinvia a [KRS]. Va quì sottoli- 
neato che la dimostrazione del Teorema 2.5 si poggia in modo determinante sul 
seguente Lemma di restrizione dovuto a Strichartz che nel caso non ellittico 
sostituisce il Lemma di Tomas Stein (2.11). Se Qè come in (2.27) denotiamo con 


H = {ge R"|o(e) 2 0}, mentre con set denotiamo le "sfere" stlarer"]a(e)= +1}. 


Allora (cfr. ad. es. [GS] esiste una misura canonica du, su vg tale che 
su HI de = si du, » essendo £ = pw con west. ni di 


Allora esiste 


Lemma 2.1. (cfr. [S]). Sia n>3 e siano ri - 2, = È 


C=C p° tale che 


HA 


2ri<-u) - non 
(2.32) lha e Î(0)du,J,: cIfl, » fecciR”). 
+ 
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Concludiamo questa breve analisi dei legami intercorrenti fra teore- 
mi di restrizione e risultati d'unicità con un doveroso riferimento. Hòrmander 
fu il primo ad usare, seguendo un suggerimento di P. Sjolin, un teorema di re 
strizione per dimostrare stime di tipo Carleman in [H]. Il suo risultato, rela- 
tivo a operatori ellittici con parte principale più generale di quella del Teo- 


rema 2.6, non permette tuttavia la considerazione di termini d'ordine zero in” 
n 


pi, Si veda a tal proposito la discussione in (6],. 

Un'altra area di interesse collegata al problema della restrizione 
è quella delle stime a priori per equazioni di tipo iperbolico. Tale connessio- 
ne è stata messa in risalto da I. Segal in [Se] nel caso bidimensionale, e suc- 
cessivamente ripresa da Strichartz e altri nel caso di dimensione arbitraria. 
Per ragioni di brevità ci limiteremo a un esempio significativo. Nel seguito se 


1/2 2 a ghel 


m R denotiamo con B l'operatore B = inn) . Se0= 4-D, inR, l'opera- 


tore lineare di Klein-Gordon è o-m°. Vale il seguente 


Teorema 2.8. (cfr. [Se] e [S]). Sia u una soluzione del problema di 


Cauchy (n22) 


+ 
(o n) = g in R° Ù 
(2.33) 
u(-,0) o ta , Dju(+0) = fi 
con 8/°5 e LÉ(R"), 81%; e L°(R"). 


(1) sem70, 


2(n+1) deri ee 2(n+2) 


nt3 PS nta 


e ge ea, allora uer9g"t!) con 7* ; = 1 e risulta per C = C(n) > 0 
1/2 -1/2 
(2.34) ul, <C{|B f I, + |B flo + gl, 
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(2) se m= 0, allora (2.34) vale con 


_ 2(nt1) è qa 2(n+1) 


"  n+3 n-1 


Per fissare le idee consideriamo il caso in cui m # 0. 


Se g = 0 la soluzione di (2.33) si scrive 


J peri (QuEtt Ini+4n% ||?) 


2.35 st) gi 
salici R" +0 biÉ44r 


sl ggri(-t Wnt+472|e|9) cia 
È) - Wnzsane|e|° 


PI /N 53 
dove 9, = (88 + if) » += HB} - if 


2 pd 


m_\2 
27) 
La misura canonica sull'iperboloide è data da 


Consideriamo l'iperboloide RATIO = ( 


_ ndE 


dolt) = rn 
We sant|e| 


La u in (2.35) risulta perciò nella forma u =F1(F do) su ognuno dei due "rami" 
dell'iperboloide. In tal caso la (2.34) è conseguenza della versione duale del ri 
sultato di restrizione 

IF dol, sCIFI, > 


che è data da 


|(F do) Ip: s CIF dol. 
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Si confronti [S] per i dettagli. 
Infine, citiamo i lavori MM], 2 e [MSW}] per applicazioni di risulta- 
s 


ti di decadimento a questioni di scattering. 
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